
Apprentissage spectral non négatif de systèmes séquentiels linéaires
Hadrien Glaude1,2, Cyrille Enderli1, et Olivier Pietquin2,3

1Thales Systèmes Aéroportés
2Univ. Lille, CRIStAL, UMR 9189, 59650, équipe SequeL, Villeneuve d’Ascq, France

3Institut Universitaire de France

30 avril 2015

Résumé
La méthode des moments (MoM) est devenue ré-

cemment une alternative intéressante aux approches
itératives standards comme Expectation Maximization
(EM) pour apprendre des modèles à variables latentes.
Les algorithmes issues de la MoM viennent avec des
garanties de convergence vers l’optimum sous la forme
de bornes de concentration en échantillons finis. Toute-
fois, avec du temps de calcul et en utilisant heuristiques
pour éviter les optima locaux, les approches itératives
obtiennent souvent de meilleures performances. Nous
pensons que cet écart de performance est en partie dû
au fait que les algorithmes basés sur la MoM peuvent
apprendre des modèles générant des probabilités néga-
tives. En limitant l’espace de recherche, nous propo-
sons un algorithme spectral non-négatif (NNSpectral)
en évitant de fait l’apprentissage de probabilités néga-
tives. NNSpectral est comparé à d’autres algorithmes
basés sur la MoM et EM sur des problèmes artificiels du
défi PAutomaC. Non seulement, NNSpectral surpasse
les autres algorithmes basés sur la MoM, mais aussi,
d’obtenir des résultats très compétitifs par rapport à
EM.

1 Introduction
Traditionnellement, les distributions de probabilité

complexes sur des données structurées sont apprises
grâce à des modèles génératifs avec variables latentes
comme les Modèles de Markov Cachés (HMM) ou les
Processus Décisionnels Markoviens Partiellement Ob-
servables (POMDP). Une approche largement utilisée
pour ajuster un modèle aux observations recueillies est
de maximiser la vraisemblance. C’est équivalent à mi-
nimiser la divergence kl entre la distribution apprise et

l’empirique. Cependant, pour la plupart des modèles
probabilistes, la divergence kl est non convexe et peut
être difficile à minimiser. A cause de ces difficultés, les
algorithmes standards, tels que EM et la descente de
gradient, sont conçus pour être des procédures itéra-
tives qui convergent vers des minima locaux. En plus
d’être sujets à se coincer dans un optimum local, ces
algorithmes sont coûteux en calcul, au point où l’ob-
tention de bonnes solutions pour les grands modèles
devient intraitable.

Une récente alternative consiste à concevoir des al-
gorithmes d’apprentissage en exploitant la MoM. Le
succès de cette méthode repose sur le fait que les mo-
ments d’ordre inférieur d’une distribution sont géné-
ralement faciles à estimer. Ensuite, en exprimant les
paramètres de la distribution recherchée en fonction
des moments, on peut retrouver par des opérations al-
gébriques une approximation de la distribution cible.
La MoM a plusieurs avantages par rapport aux mé-
thodes itératives. Tout d’abord, elle peut fournir des
algorithmes d’apprentissage plus rapides. En effet, les
moments peuvent être estimés en temps linéaire avec
le nombre d’échantillons. Ensuite, les paramètres de
la distribution peuvent être calculés en un temps po-
lynomial en la dimension des moments mais indépen-
dant de la taille de l’ensemble d’apprentissage. Enfin,
ces algorithmes sont généralement construits pour mi-
nimiser une distance euclidienne avec des contraintes
convexes [BQC12]. Cette convexité conduit générale-
ment à des algorithmes avec des garanties théoriques
en échantillons finis.

Un autre avantage de la MoM est la grande variété
de modèles qui peuvent être appris [AGH+12,BHD10].
Dans un article récent, [TJar] ont ainsi montré que
de nombreux modèles font partie du cadre commun
des Systèmes Linéaires Séquentiels (SS) qui sont équi-
valents aux Automates à Multiplicité (MA). Les SS
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linéaires représentent des fonctions réelles sur des sé-
quences de symboles fM : Σ? → IR, où Σ? est l’en-
semble des mots de taille finis fait à partir des sym-
boles de Σ. En particulier, ces fonctions peuvent être
utilisées pour représenter des distributions de probabi-
lité, où fM(x) = pM(x) ∈ [0, 1] tels que les langages
rationnels stochastiques. Dans cet article, pour des rai-
sons de clarté, nous nous concentrons sur l’apprentis-
sage des langages rationnels stochastiques. Néanmoins,
notre travail s’étend à d’autres modèles, comme expli-
qué dans la Section 4.
Au-delà de tous les aspects attrayants de la MoM,

un problème bien connu est celui des probabilités né-
gatives. Celles-ci proviennent du fait que la plupart
des algorithmes basés sur la MoM ne contraignent pas
la fonction apprise à être une distribution. Dans cer-
taines applications nécessitant de véritables probabi-
lités, c’est problématique. Par exemple, planifier avec
des représentations à états prédictifs (PSR) approchées
et qui ne renvoient pas des probabilités est un problème
ouvert [LYJ14]. Heureusement, pour d’autres applica-
tions, une approximation d’une distribution de pro-
babilité est suffisante. Par exemple, pour calculer un
maximum a posteriori (MAP), ne pas avoir de distri-
bution n’induit pas d’erreur tant que le maximum peut
toujours être correctement identifié. Cependant, nous
allons montrer expérimentalement que contraindre la
fonction apprise à sortir des valeurs positives aide le
processus d’apprentissage et fournit de meilleurs ré-
sultats, même pour calculer le MAP. Un second pro-
blème est l’écart de performance observé avec des al-
gorithmes itératifs. Bien qu’ils aient généralement be-
soin d’être relancés plusieurs fois, avec suffisamment
de temps pour explorer l’espace des paramètres, ils fi-
nissent par produire de bon résultats. Récemment, une
comparaison empirique [BHP14] a montré que les al-
gorithmes basés sur la MoM ont de plus faibles perfor-
mances que EM.
Dans cet article, nous proposons un nouvel algo-

rithme basé sur la MoM, appelé apprentissage spec-
tral non-négatif (NNSpectral). Inspiré par les résul-
tats théoriques sur les MAs définis sur des semi-
anneaux commutatifs positifs, NNSpectral utilise la
factorisation non-négative de matrices (NMF) et les
moindres carrés non-négatifs (NNLS). Cela permet de
contraindre la fonction apprise à être non-négative. Fi-
nalement, de véritables probabilités peuvent être ré-
cupérées après renormalisation. Une évaluation sur les
douze mêmes problèmes synthétiques du défi PAuto-
maC utilisés dans [BHP14] permet une comparaison
objective de NNSpectral à trois grands algorithmes ba-
sés sur la MoM et à EM. Non seulement, NNSpectral

surpasse les algorithmes basés sur la MoM, mais c’est
aussi la première fois à notre connaissance qu’un algo-
rithme basé sur la MoM obtient des résultats compéti-
tifs par rapport à EM.

2 Fondements
2.1 Définitions

Notre objectif est d’apprendre, à partir de sé-
quences de symboles, la distribution qui les a géné-
rées. Nous nous limitons à l’étude des distributions qui
peuvent être représentées par différents modèles gé-
nératifs comme les HMMs et les POMDPs. Ces mo-
dèles sont compris dans la théorie des MAs et des lan-
gages rationnels. Plus de précisions sont données dans
la Section 4. Les preuves et plus de détails sur les no-
tions présentées dans cette partie peuvent être trouvés
dans [DE08,TJar].

Soit Σ un ensemble de symboles, aussi appelé un
alphabet. On note Σ?, l’ensemble de tous les mots finis
sur les symboles de Σ, y compris le mot vide noté ε.
L’ensemble des mots de longueur k est noté Σk. Soit
u et v ∈ Σ?, uv est la concaténation des deux mots et
uΣ? est l’ensemble des mots finis ayant comme préfixe
u. Dans la suite, K est un semi-anneau commutatif.
Plus particulièrement, on prendraK = IR ouK = IR+.

Définition (Série formelle). Une série formelle est
une application f de Σ? dans K.

L’ensemble des séries formelles est un semi-
module [Gut07] sur le semi-anneau K. Cette propriété
est utile pour travailler avec la représentation en ma-
trice de Hankel dans la section suivante. Pour un en-
semble de mots S, nous notons f(S) =

∑
u∈S f(u).

Certaines séries formelles peut être représentées par
des modèles compacts, appelés MA.

Définition (Automate à multiplicité). Soit K un
semi-ring, un automate à multiplicité définit sur K
(K-MA) est un structure

〈
Σ, Q, {Aσ}σ∈Σ ,α0,α∞

〉
, où

Σ est un alphabet et Q est un ensemble fini d’états.
On note n = |Q| le nombre d’états. Les matrices
Aσ ∈ Kn×n contiennent les poids de transition et les
vecteurs α∞ ∈ Kn and α0 ∈ Kn contiennent respecti-
vement les poids finaux et terminaux.

Un K-MAM définit un langage rationnel,

rM(u) = rM(σ1 . . . σk) = α>0 Auα0 = α>0 Aσ1 . . . Aσk
α∞.

Une fonction f est dîte réalisée par un K-MA M, si
rM = f .
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Définition (Langage rationnel). Une série formelle r
est rationnelle sur K si et seulement si elle est réalisée
par un K-MA.

Deux K-MA réalisant le même langage ration-
nel sont équivalents. Un K-MA est minimal s’il
n’existe pas de K-MA équivalent ayant strictement
moins d’états. Il existe plusieurs K-MA minimaux
équivalents et peuvent se retrouver par changement
de base. Plus précisément, soit un K-MA M =〈
Σ, Q, {Aσ}σ∈Σ ,α0,α∞

〉
de dimension n etR ∈ Kn×n

une matrice inversible, alors

M′ =
〈

Σ, Q,
{
R−1AσR

}
σ∈Σ , R

>α0, R
−1α∞

〉
,

M′ est équivalent àM car rM′ = rM.
On suppose que les données d’apprentissage sont gé-

nérés par des langages rationnels stochastiques.

Définition (Langage rationnel stochastique). Un lan-
gage rationnel stochastique p est un langage rationnel
à valeur dans IR+ et tel que

∑
u∈Σ? p(u) = 1.

Les langages rationnels stochastiques représentent
des distributions sur les mots de Σ?. De plus, les lan-
gages rationnels stochastiques peuvent être réalisés par
une sous classe des IR-MAs décrite par les automate à
multiplicité stochastique.

Définition (Automate à Multiplicité Stochastique).
Un Automate à Multiplicité Stochastique (SMA)M est
un IR-MA tel que pM : Σ? → [0, 1] et pM(Σ?) = 1.
Ainsi, pM est un langage rationnel stochastique.

Ainsi, pour apprendre un modèle génératif compact
à partir de mots générés par un langage stochastique
rationnel, on va chercher le MA minimal dont la série
est proche de celle empirique au sens des matrices de
Hankel, présentées dans la prochaine partie.

2.2 Matrice de Hankel
Pour toute série formelle f sur Σ? à valeur dans K,

on peut définir Hf ∈ KΣ?×Σ? la matrice bi-infinie, ap-
pelé matrice de Hankel, dont les lignes et les colonnes
sont indexés par des mots, vérifiant Hf [u, v] = f(uv).

Hf =



ε a b aa . . .

ε f(ε) f(a) f(b) f(aa) . . .
a f(a) f(aa) f(ab) f(aaa) . . .
b f(b) f(ba) f(bb) f(baa) . . .
aa f(aa) f(aaa) f(aab) f(aaaa) . . .
...

...
...

...
...

. . .



Si p est un langage stochastique, alors Hp contient
des probabilités et peut être estimée par comptages.
Plus de détails sur les matrices définies sur des semi-
anneaux peuvent être trouvés dans [Gut07]. Lorsque
la série formelle peut être déduite du contexte, nous
notons H sa matrice de Hankel. Soit pour tous σ ∈ Σ,
on pose Hσ ∈ KΣ?×Σ? et hS ∈ KΣ? , hP ∈ KΣ? tels
que Hσ(u, v) = f(uσv), hS(u) = hP (u) = f(u). Dans
le cas d’une matrice de Hankel bi-infinie, ces vecteurs et
ces matrices peuvent être extraits à partir de H. Cette
représentation de la série réside dans le cœur de tous les
algorithmes d’apprentissage basés sur la MoM à cause
du théorème fondamental suivant. Notez que la preuve
originale du théorème suppose que K est un corps mais
reste vrai quandK est un semi-anneau commutatif, car
rangs, déterminants et inverses sont bien définis dans
un semi-module.

Théorème 1 ( [CP71]). Soit une série formelle r réa-
lisée par un K-MA à n états, alors rank(Hr) ≤ n.
Réciproquement, si une matrice de Hankel Hr issue
d’une série formelle r à un rang fini égal à n sur le
semi-anneau K, alors r est rationnelle sur K et peut
être réalisée par un K-MA minimal avec exactement n
états.

La preuve du Théorème 1 montre aussi comment
construire un K-MA depuis H. En effet, en partant
d’un K-MA à n états, on a H[u, v] = (α>0 Au)(Avα∞).
Posons P ∈ KΣ?×n et S ∈ Kn×Σ? des matrices définies
par,

P = ((α>0 Au)>)>u∈Σ? ,
S = (Avα∞)v∈Σ? ,

alors H = PS. Notons que de cette égalité, on a clai-
rement que rank(H) ≤ n. De plus, on a que,

Hσ = PAσS, h>S = α>0 S, hP = Pα∞.

Ainsi, d’une matrice de Hankel de rang n on peut re-
trouver les paramètres d’un K-MA par,

Aσ = P †HσS
†, α>0 = h>S S†, α∞ = P †hP , (1)

où X† est la pseudo inverse de X.
Heureusement, on a pas besoin de calculer la matrice

de Hankel bi-infinie H pour retrouver un K-MA réa-
lisant la série associée à H. En effet, étant donné une
base de préfixes et de suffixes B = (P,S), on note HB
le sous-bloc correspondant de H. On dit qu’une base
est complète si H et HB ont le même rang. Ainsi, soit
B = (P,S) une base complète, en définissant P sur P,
S sur S, H et Hσ sur B, hP sur P, et hS sur S, on
peut retrouver un K-MA en utilisant (1) [Bal13].
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2.3 Algorithme Spectral
Cette section présente l’algorithme Spectral basé sur

la MoM pour apprendre un langage p rationnel sur IR
et stochastique à partir d’un ensemble de séquences
de symboles. La factorisation de la matrice de Hankel
et l’invariance de tout changement de base a motivé
l’algorithme Spectral, qui utilise la décomposition en
valeurs singulières (SVD) tronquée pour récupérer une
approximation de rang faible de Ĥ et sa factorisation
Ĥ = PS, où P = UD et S = V >. Le choix de rang
dans l’algorithme est une question importante, comme
expliqué dans [KRS14,GPE14], mais ne sera pas dis-
cuté ici.

Algorithme Spectral pour les IR-MA
Entrées Un alphabet Σ, un ensemble de trajectoires

d’apprentissage, un rang estimé n
Sortie Un IR-MAM = 〈Σ, {1..n}, {Aσ}σ∈Σ ,α0,α∞〉

1: Choisir une base de préfixes P ⊂ Σ? et de suffixes
S ⊂ Σ?

2: Estimer Ĥ, hS , hP et Ĥσ à partir des trajectoires
d’apprentissage.

3: U,D, V ← SVDn(Ĥ)
4: Pour tous σ ∈ Σ faire Aσ ← D−1U>ĤσV =

(ĤV )†ĤσV

5: α>0 ← ĥ>S V
6: α∞ ← D−1U>ĥP = (ĤV )†ĥP

On remarque que si ε ∈ P alors la colonne de Ĥ
correspondant à l’historique vide vaut ĥP . Sans nuire à
la généralité, on va supposer qu’il s’agit de la première
colonne. Dans ce cas α>0 est la première ligne de P , que
l’on note P [0, :]. De même, si ε ∈ S alors, sans nuire à
la généralité, ĥ>S est la première ligne de Ĥ et α∞ est la
première colonne de S, noté S[:, 0]. Un des principaux
inconvénients de l’ algorithme Spectral est qu’il produit
un IR -MA M sans aucune garantie que le langage
rationnel réalisé par M soit stochastique. Ainsi, rM
peut produire probabilités négatives. Lorsque de vraies
probabilités sont nécessaires, il faut compter sur des
heuristiques comme par exemple tronquer la sortie à
[0,+∞] et renormaliser. Ce genre d’heuristique peut
introduire des erreurs dans les prévisions.

3 Algorithme NNSpectral
3.1 Apprendre un IR+-MA
L’algorithme NNSpectral suit la même démarche in-

duite par le théorème 1, mais appliquée aux MA défi-
nis sur le semi-anneau commutatif IR+ au lieu de IR.

Étant donné que le théorème 1 reste vrai pour les semi-
anneaux commutatif, alors il existe une factorisation
de faible rang de la matrice de Hankel représentant un
IR+-MA avec des facteurs non négatifs. Trouver une
telle décomposition est un problème bien connu, appelé
Factorisation Non-négative de Matrices (NMF), qui a
reçu beaucoup d’intérêt au cours de la dernière décen-
nie. Ces algorithmes et leurs propriétés seront décrites
dans la section suivante. A partir de la factorisation, on
peut retrouver les paramètres du IR+-MA, en utilisant
(1). Cependant, comme pour l’algorithme Spectral, lors
de l’apprentissage Ĥσ, ĥS , ĥP sont bruités et les équa-
tions (1) ne sont plus exactes. Les résoudre approxima-
tivement au sens des moindres carrées, comme précé-
demment, peut faire apparaître des poids négatifs. A la
place, nous proposons de récupérer des poids non né-
gatifs en résolvant un problème de moindres carrés non
négatifs (NNLS). Comme α0 et α∞ peuvent être di-
rectement extrais de la factorisation, comme dans l’al-
gorithme Spectral, nous choisissons d’inclure ε dans la
base de préfixes et suffixes au lieu de résoudre deux
problèmes de NNLS supplémentaires. Finalement, on
a bien que l’ algorithme NNSpectral retourne un IR+-
MA réalisant un langage rationnel sur IR+.

Algorithme NNSpectral pour les IR+-MA
Entrées An alphabet Σ, a training set, a targeted

rank n
Sortie A IR+-MAM = 〈Σ, {1..n}, {Aσ}σ∈Σ ,α0,α∞〉

1: Choose a set of prefixes P ⊂ Σ? and suffixes S ⊂
Σ? both containing ε

2: Estimate Ĥ, hS , hP and Ĥσ from the training set.
3: P, S ← argminP∈IR|P|×n

S∈IRn×|S|

P≥0,S≥0

‖Ĥ − PS‖F

4: For all σ ∈ Σ do Bσ ← argminX≥0 ‖PX − Ĥσ‖F
5: For all σ ∈ Σ do Aσ ← argminX≥0 ‖XS −Bσ‖F
6: α>0 ← P [0, :]
7: α∞ ← S[:, 0]

3.2 Factorisation Non-Négative
La NMF est devenu un outil largement utilisé pour

la réduire la dimension des attributs non-négatifs. Il
cherche à décomposer une matrice de non-négative
X ∈ IRn×m tel que X ≈ WH où W ∈ IRn×r, W ≥ 0
et H ∈ IRr×m, H ≥ 0 (la positivité est évaluée par
composante). A la différence de la SVD, la NMF est
connu pour extraire des attributs parcimonieux et si-
gnificatifs. Ces propriétés ont prouvé leur utilité dans
le traitement d’image pour l’extraction d’attribut du
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visage [LS99] et dans l’exploration de texte pour la
classification des documents [XLG03]. Pour la NMF,
plusieurs fonctions de perte pour ont été envisagées.
Nous nous intéressons au problème suivant,

min
W∈IRn×r,H∈IRr×m

‖X −WH‖F such that W ≥ 0, H ≥ 0,

où la norme de Frobenius ‖X‖F =
√∑

i,j x
2
ij est ap-

propriée quand X contient un bruit Gaussien. Malheu-
reusement, la NMF est un problème NP-dur en gé-
néral [Vav09] et la décomposition non unique en fait
un problème mal posé. Ainsi, en pratique, on utilise
des heuristiques. Souvent, ces heuristiques ont seule-
ment la garantie de converger vers un point station-
naire. La plupart d’entre eux s’exécute en O(nmr) pas
de temps. Le lecteur peut se référer à [Gil14] pour un
comparatif de ces méthodes. Dans nos expérience, les
moindres carrés non-négatifs alterné avec projection du
gradient de [Lin07] ont montré être un bon compromis
entre qualité de la solution et performance. Cet algo-
rithme optimise de façon alternée W et H en résolvant
à chaque étape un problème de NNLS.

3.3 Moindres Carrés Non-Négatifs
Les moindres carrés non négatifs (NNLS) sont une

version contrainte du problème des moindres carrés où
les coefficients ne sont pas autorisés à devenir négatif.

argmin
X

‖AX−B‖F such that X ≥ 0

Étant équivalent à un problème de programmation
quadratique, le problème est convexe et les contraintes
forment un ensemble convexe, ce qui garantie la conver-
gence en temps polynomial vers un point stationnaire.
De plus, si A est une matrice de rang plein, le problème
est fortement convexe et le seul point fixe est l’op-
timum. Comme dans les sous-problèmes de la NMF,
nous utilisons un algorithme de gradient projeté pour
trouver la solution.

3.4 Comparaison à Spectral
Nous avons montré que l’algorithme Spectral renvoie

un IR-MA alors que l’algorithme NNSpectral retourne
un IR+-MA. Par définition, ces modèles ne sont pas
stochastiques. Plus précisément, les SMA sont inclus
dans IR-MA mais pas dans les IR+-MA. Dans cette
partie, on précise ces relations.
Dans [DE08], l’auteur montre que vérifier si un

IR-MA est stochastique est un problème indécidable
et donc que les IR-MA sont généralisent strictement

les SMA. En fait, deux conditions sont nécessaires
pour qu’un langage rationnel r soit stochastique. Tout
d’abord, rM(Σ?) =

∑
k rM(Σk) doit converger vers 1.

Soit A =
∑
σ∈ΣAσ, si son rayon spectral ρ(A) < 1,

alors la somme converge vers α>0 (I − A)−1α∞. Cette
condition peut être vérifié en temps polynomial. Un
MA vérifiant cette condition est dit convergent. La
deuxième condition est la non-négativité de r. Mal-
heureusement, cette condition est indécidable par ré-
duction au problème d’arrêt. Une façon de contour-
ner cette limitation est de restreindre le langage à être
rationnel sur IR+. C’est ce que l’algorithme NNSpec-
tral fait. Mais cela a un prix : la non-négativité des
poids est plus contraignante que de considérer les IR-
MA dont la série est positive. En effet, il y a des SMA,
et ainsi des IR-MA, réalisant des langages rationnels
qui ne peuvent pas être réalisés par les IR+-MA avec un
nombre fini d’états. Donc, les IR+-MA ne contiennent
pas la classe des SMA. Cependant, leur intersection
n’est pas vide et contient les IR+-MA stochastique.
Toujours dans [DE08] l’auteur montre que les Auto-
mates Probabilistes Finis (PFA) et les IR+-MA sto-
chastique définissent la même classe de langage. En
fait, tout IR+-MA stochastique peuvent être convertis
en temps polynomial en un PFA équivalent par renor-
malisation.

Définition (Automate Probabiliste Fini).
Un Automate Probabiliste Fini (PFA) M =〈
Σ, Q, {Aσ}σ∈Σ ,α0,α∞

〉
est un SMA avec des poids

non-négatifs vérifiant 1>α0 = 1, α∞+
∑
σ∈ΣAσ1 = 1.

Les poids des PFA sont dans [0, 1] et peuvent être
considérés comme des probabilités sur les transitions,
les états initiaux et les états terminaux. Parce que
les IR+-MA assure la non négativité de r et parce
que vérifier si un IR+-MA est convergent peut être
fait en temps polynomial, alors décider si un IR+-
MA est stochastique peut être fait en temps polyno-
mial. Finalement, on peut normaliser le langage ra-
tionnel réalisé par un IR+-MA convergent pour obte-
nir un langage stochastique rationnel sur IR+. Ainsi,
un PFA équivalent peut être construit à partir de ce
langage en temps polynomial. Malheureusement, l’al-
gorithme NNSpectral ne garantit pas la convergence de
la série réalisée par le modèle retourné. Cependant, il
est encore possible d’obtenir un PFA approximative-
ment équivalent en supposant la convergence comme
l’a fait [GDH14]. Dans leur document, ils donnent une
procédure pour transformer un IR-MA renvoyée par
l’algorithme Spectral en un PFA approximativement
équivalent avec un nombre accru d’états dans le but
d’initialiser un algorithme EM. Ils procèdent en deux

5



étapes. Tout d’abord, ils recherchent une représenta-
tion équivalent sur une base de préfixes où la somme
des poids négatifs est minimisée. Ensuite, les valeurs
absolues des coefficients de pondération sont prises et
le modèle est normalisé. Cela a permis d’améliorer les
résultats par rapport aux algorithmes EM et Spectral
dans la plupart des cas. Un manque d’amélioration a
été signalé lorsque la somme des poids négatifs après
la première étape était encore élevée. Ainsi, suivre une
procédure équivalente après l’algorithme NNSpectral
pourrait mener à des performances accrues, mais est
hors de la portée de ce document.

4 Travaux Similaires
Dans la littérature, l’algorithme Spectral a de nom-

breuses variantes. Ici, nous détaillons seulement deux
autres algorithmes basés sur la MoM qui diffèrent
sensiblement de l’algorithme Spectral. Ces trois algo-
rithmes seront utilisées pour la comparaison avec l’al-
gorithme NNSpectral dans les expériences. Le premier,
appelé CO [BQC12], reformule le problème de l’appren-
tissage en une tâche de régression de faible rang. Ainsi,
il attaque en même temps le problème de factorisa-
tion et celui de régression linéaire pour retrouver les
paramètres du IR-MA. Le problème de régression de
faible rang cherche à minimiser le rang de la matrice
des coefficients de régression en contraignant en norme
de Frobenius les résidus à être faible. Ce problème est
NP-dur, mais l’auteur relâche la contrainte sur le rang
en utilisant la norme nucléaire. Ainsi, leur méthode ré-
cupère les poids d’un IR-MA en résolvant un problème
d’optimisation convexe impliquant la norme des résidus
et une régularisation en norme nucléaire. Comme pour
l’algorithme Spectral, la méthode de CO est consis-
tante et vient avec une analyse en échantillons finis,
cependant le IR-MA retourné n’est garantie d’être sto-
chastique. Contrairement à l’algorithme spectrale, la
dimension des paramètres du modèle appris sont celles
de la base utilisée pour estimer la matrice de Hankel.
Cela rend le calcul de l’inférence plus coûteux.
L’autre méthode, décrite dans [AGH+12], utilise des

tenseurs et est appelée Tensor. Elle permet d’apprendre
des IR-MA sous une forme particulière appelée Auto-
mates Factorisés à Multiplicité.

Définition (Automate Factorisé à Multiplicité). Un
Automate Factorisé à Multiplicité (FMA) est une
structure M =

〈
Σ, Q, T, {Oσ}σ∈Σ ,α0,α∞

〉
, où Σ est

un alphabet, Q un ensemble de n états, α0,α∞ ∈ IRn

sont des vecteurs contenant les poids initiaux et finaux,
T ∈ IRn×n sont des matrices contenant les poids de

transitions et Oσ ∈ IRn×n sont des matrices diagonales
contenant les poids d’observations.

Un FMA M =
〈
Σ, Q, T, {Oσ}σ∈Σ ,α0,α∞

〉
peut être convertit en un IR-MA M′ =〈
Σ, Q, {Aσ}σ∈Σ ,α0,α∞

〉
en prenant Aσ = OσT .

L’inverse est aussi vrai en prenant T = I, où I est
l’identité et Aσ = Oσ. En ajoutant des contraintes
donnant une interprétation probabiliste aux poids,
cette forme particulière se réduit à celle des HMMs,
où la matrice des probabilités d’observations contient
en colonne les poids diagonaux des matrices Oσ et la
matrice des probabilités de transitions est donné par
T (cf. [AGH+12]). L’avantage d’apprendre une forme
factorisée réside dans la possibilité ensuite de projeter
les poids appris, qui ne sont pas nécessairement des
probabilités, sur un simplexe de façon à retrouver
un HMM. Ce qui peut servir ensuite à initialiser
un algorithme EM. Malheureusement, expérimen-
talement, cette projection dégrade fortement les
performances [BHP14].

Bien que l’algorithme Tensor ait été originalement
conçu pour apprendre des HMMs, celui-ci s’étend na-
turellement à l’apprentissage de IR-MA en autorisant
des bases de préfixes et de suffixes de longueur supé-
rieure à 1. Rappelons que pour un K-MA, nous avons
H = PS et Hσ = PAσS. Une propriété importante
des FMA est que nous pouvons écrire Hσ = POσTS.
Comme les matrices d’observations sont diagonales, les
matrices de Hankel Hσ admettent une diagonalisation
commune. L’algorithme Tensor utilise cette propriété
en empilant ces matrices le long de la dimension Σ
dans un tenseur avec une structure particulière. Après
symétrisation et blanchiment du bruit, ce tenseur peut
être décomposé en une somme de tenseurs orthogonaux
super-symétriques de rang 1. De cette somme les pa-
ramètres du FMA peuvent être récupérées, si certaines
hypothèses sur le rang de matrices d’observation sont
vérifiés et si |Σ| ≥ n.

D’autres travaux ont étudié les relations entre les dif-
férents modèles englobés par les SSs linéaires. Un lan-
gage rationnel stochastique est une distributions sur
l’ensemble des mots de longueur finie et peuvent être
réalisé par un SMA. Les SMA généralisent les PFA
qui imposent la positivité des poids. D’autre part, un
processus stochastique définit des distributions sur des
ensembles de mots de même longueur. Ces processus
peuvent être réalisé par les modèles à opérateurs ob-
servables (OOMs) qui généralise de la même façon les
HMMs. Langages rationnels stochastiques et processus
stochastiques sont en fait assez similaire. Plus de dé-
tails sur l’équivalence entre OOMs et SMA peut être
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trouvés dans [TJar]. Dans [DDE05], l’auteur expliquent
comment HMM et PFA sont liés. De plus, les SSs li-
néaire englobe les systèmes à entrées-sorties, comme
les transducteurs stochastique à états finis, en utilisant
un alphabet Σ = ΣI × ΣO composé de paires de sym-
boles d’entrées et de sorties. Ces modèles génératifs ont
été utilisés en reconnaissance de la parole [MPR08] ou
en traduction automatique [dGIB+10]. Ces systèmes
à entrées-sorties peuvent aussi décrire des processus
contrôlés où les entrées sont des actions et les sorties
sont des observations. On parle alors de PSRs ou de fa-
çon équivalent de OOMs à entrées et sorties (IO-OOM)
qui généralisent les POMDPs.
Enfin, on mentionne deux autres travaux plus confi-

dentiels qui se sont aussi intéressés aux problèmes
des probabilités négatives en proposant aussi d’ap-
prendre des modèles plus contraints, appelé Norm-
OOM [ZJ10] et Automate Pondéré Fini Quadratique
(QWA) [Bai11]. L’algorithme proposé pour apprendre
un Norm-OOM est basé sur une procédure itérative
qui maximise la vraisemblance comme EM. Celui pour
apprendre les QWA effectue une SVD comme l’algo-
rithme Spectral. Malheureusement, les QWA et les
norm-HMM ne sont pas capable de modéliser tous les
HMMs. C’est pourquoi nous ne les avons pas utilisé en
comparaison dans les expériences.

5 Expériences

5.1 Critère d’Évaluation

La qualité d’un modèle peut être mesurée par la qua-
lité de la distribution de probabilité qu’il réalise. L’ob-
jectif est alors d’apprendre un automate réalisant une
série p proche de la distribution, notée p?, qui a généré
l’ensemble d’apprentissage, noté T . La qualité de p est
mesurée par la perplexité qui correspond au nombre
de bits moyen nécessaire pour représenter un mot en
utilisant le code optimal donné par p?.

Perplexité(M) = 2−
∑

u∈T
p?(u) log(pM(u))

La qualité d’un modèle peut aussi être évaluée par sa
capacité à prédire le prochain symbole dans un mot.
Le critère que l’on utilise est alors le taux d’erreurs de
symboles, communément appelé WER quand les sym-
boles sont des mots du langage naturel. Pour chaque
mot, le symbole prédit à chaque pas de temps est le
plus probable étant donné les symboles précédents.

5.2 Implémentation

Dans cette partie, nous discutons des détails pra-
tiques de l’algorithme NNSpectral. Premièrement, il
existe de nombreuses approches pour choisir une base
de préfixes et de suffixes en espérant quelle soit com-
plète. Par exemple, on peut prendre tous les préfixes
et suffixes qui apparaissent dans l’ensemble d’entraî-
nement. Lorsque l’ensemble d’entraînement est trop
grand, on peut limiter la taille de la base en limitant
la longueur maximale des préfixes et suffixes. Cepen-
dant, utiliser des préfixes et des suffixes courts peut
conduire à une perte d’information sur la dynamique
en milieu de séquences. Une autre possibilité est de
prendre seulement les préfixes et les suffixes les plus
fréquents, car leur probabilité d’occurrence sera esti-
mée plus précisément. Mais cela peut conduire à l’uti-
lisation de préfixes et de suffixes trop courts car beau-
coup plus fréquents que les longs. Dans ce cas, il peut
être préférable de travailler avec d’autres séries dé-
rivées de p et qui peut être mieux estimées puis de
retrouver p. On donne deux exemples de séries dé-
rivées : la série basée sur les préfixes et définie par
pprefixe(u) = p(uΣ?) =

∑
v∈Σ? p(uv) et la série ba-

sée sur les sous-chaîne psous(u) =
∑
w,v∈Σ? p(wuv). En

effet, dans [Bal13], l’auteur montre que lorsque p est
réalisé par un SMA, alors pprefixe et psous le sont.
De plus, il fournit une conversion explicite qui pré-
serve le nombre d’états entre les SMA qui réalisent
les séries dérivés et la série originale. Par conséquent,
pour l’apprentissage, on peut travailler avec l’une de
ces trois représentations. Toutefois, l’exactitude des
conversions suppose la convergence de la série, ce qui
est pas toujours le cas pour le modèle appris. Ensuite,
en suivant les conseils dans [CSC+13], nous avons nor-
malisé la variance des probabilités estimées en multi-
pliant les lignes et les colonnes de Ĥ par un facteur
cu =

√
|S| /(#(u) + 5), où #(u) est le nombre d’oc-

currences de u dans l’ensemble de la formation. Cela
améliore un peu les performances. Enfin, les hyper-
paramètres optimaux tel que le rang ont été trouvé
à l’aide d’une grille de recherche. Pour chaque pro-
blème, les données d’entrainement sont divisés en deux
ensembles. Trois-quarts sert à apprendre des modèles
avec différents hyper-paramètres. Le quart restant sert
à sélectionner les hyper-paramètres optimaux. Puis,
toutes les données sont utilisés pour réapprendre un
modèle avec le bon jeu de paramètre.
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5.3 Compétition PAutomaC
La compétition PAutomaC [VEdlH12], proposée

dans la conférence ICGI 2012, propose de résoudre
un ensemble de 48 problèmes dont le but est d’ap-
prendre un modèle génératif de séquences de symboles,
celles-ci ayant été générées par différent types d’au-
tomates. Ces modèles peuvent être de trois types :
PFA, HMM et PDFA. Un Automate Probabiliste Dé-
terministe Fini (PDFA) est un PFA avec des transi-
tions déterministes. Nous avons sélectionné les douze
mêmes problèmes que dans [BHP14], c’est à dire quatre
modèles de chaque type. Une description détaillée de
chaque problème peut être trouvée dans [VEdlH12].
La Tableau 1 donne la perplexité et le WER du mo-
dèle appris par l’algorithme NNSpectral en utilisant les
chaînes où les sous chaînes pour estimer la matrice de
Hankel. Les Tableaux 2 et 3 comparent les meilleurs
résultats de NNSpectral à ceux de EM et au meilleur
des autres algorithmes basés sur la MoM : CO en uti-
lisant des chaînes, Tensor en utilisant des chaînes et
spectrale en utilisant des chaînes et des sous chaînes.
Pour chaque problème, le meilleur algorithme est in-
diqué par un score en gras. Le meilleur score entre
NNSpectral et les autres algorithmes basés sur la MoM
sont soulignés. Le score du vrai modèle est aussi donné.
Pour la perplexité, NNSpectral surpasse les autres al-
gorithmes basés sur la MoM sur les douze problèmes et
fait mieux que EM pour sept problèmes. Pour les cinq
autres problèmes, NNSpectral réalise des performances
très proches de EM et de celles du vrai modèle. Pour la
métrique WER, NNSpectral bat les autres algorithmes
basés sur la MoM sur dix problèmes et est le meilleur
de tous sur sept problèmes. La performance de NNS-
pectral est moins marquée pour le WER car, le MAP
peut être bien évalué sans avoir de vraies probabilités.
Nous avons observé sur la tableau 2 que, pour tous les
problèmes, NNSpectral produit des perplexité proches
de celles optimales, alors que, sur les cinq problèmes (1,
45, 27, 42, 43) EM produit des solutions aberrantes.

6 Conclusion
Dans cet article, nous avons proposé l’algo-

rithme NNSpectral inspiré par les développements
théoriques des MA définies sur les semi-anneaux
commutatifs. L’algorithme NNSpectral fonctionne en
contraignant l’espace de recherche pour faire assurer la
non-négativité du langage rationnelle. Comme d’autres
algorithmes basés sur la MoM, l’algorithme NNSpec-
tral est en mesure de traiter des problèmes de tailles
importantes beaucoup plus rapidement que EM. Mal-

heureusement, la consistance est perdue en raison de
la NMF qui est résolue par heuristique. Expérimenta-
lement, cela ne semble pas être un problème majeur
car NNSpectral surpasse les autres algorithmes basés
la MoM et se mesure favorablement à l’algorithme EM,
qui produit parfois des solutions aberrantes. Ainsi, al-
gorithme NNSpectral est une bonne alternative à l’al-
gorithme EM avec un coût de calcul beaucoup plus
faible. Dans les travaux futurs, nous aimerions explo-
rer davantage les liens établis dans cette article avec la
NMF, pour la quelle de nombreuses variantes avec d’in-
téressantes propriétés ont été étudiées. Par exemple,
la NMF peut être étendue aux tenseurs pour propo-
ser une version non-négative de l’algorithme Tensor ou
travailler avec noyaux pour gérer des espaces d’actions
et d’observations continus.
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Perplexité WER

ID chaînes sous-chaînes chaînes sous-chaînes

HMM 1 30.54(64) 65.48(5) 80.61(18) 72.69(30)
14 117.22(8) 116.98(11) 70.30(10) 68.76(7)
33 32.21(14) 32.42(5) 74.69(4) 74.27(6)
45 24.08(2) 25.61(2) 78.26(2) 78.24(2)

PDFA 6 107.31(35) 76.99(28) 59.16(34) 47.05(21)
7 ∼ 1014(54) 51.26(12) 96.78(39) 48.41(42)

27 43.81(46) 1432.12(60) 82.81(14) 73.87(20)
42 16.12(20) 16.39(8) 66.18(13) 56.63(8)

PFA 29 118.53(47) 25.24(35) 70.32(20) 47.62(36)
39 10.18(20) 10.00(6) 62.49(16) 59.42(19)
43 32.85(7) 35.08(2) 77.29(11) 76.77(25)
46 12.28(44) 54.74(38) 90.53(6) 78.02(20)

Table 1 – Performance de NNSpectral sur douze problèmes de PAutomaC. La taille des modèles est données
entre parenthèses.

ID NNSpectral EM Meilleur des MoM Vrai modèle

HMM 1 30.54 500.10 44.77 29.90(63)
14 116.98 116.84 128.53 116.79(15)
33 32.21 32.14 49.22 31.87(13)
45 24.08 107.75 31.87 24.04(14)

PDFA 6 76.99 67.32 95.12 66.98(19)
7 51.26 51.27 62.74 51.22(12)

27 43.81 94.40 102.85 42.43(19)
42 16.12 168.52 23.91 16.00(6)

PFA 29 25.24 25.09 34.57 24.03(36)
39 10.00 10.43 11.24 10.00(6)
43 32.85 461.23 36.61 32.64(67)
46 12.28 12.02 25.28 11.98(19)

Table 2 – Comparaison avec d’autres algorithmes pour la perplexité. La taille des vrais modèles sont données
entre parenthèses.

ID NNSpectral EM Meilleur des MoM Vrai modèle

HMM 1 72.7 75.7 71.3 68.8(63)
14 68.8 68.8 70.0 68.4(15)
33 74.3 74.3 76.7 74.1(13)
45 78.24 78.1 80.1 78.1(14)

PDFA 6 47.1 47.4 50.2 46.9(19)
7 48.41 48.1 50.6 48.3(12)

27 73.9 83.0 75.5 73.0(19)
42 56.6 58.1 61.4 56.6(6)

PFA 29 47.6 49.2 47.3 47.2(36)
39 59.4 63.3 62.0 59.3(6)
43 76.8 77.4 78.0 77.1(67)
46 78.0 77.5 79.4 77.3(19)

Table 3 – Comparaison avec d’autres algorithmes pour le WER. La taille des vrais modèles sont données entre
parenthèses.
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